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Abstract 
An efficient method is presented for solving axisymmetric, frictionless contact problems between a rigid punch and an elas-
tically non-homogeneous, power-law graded half-space. Provided that the contact area is simply-connected profiles of arbitrary 
shape can be considered. Moreover, adhesion in the framework of the generalized JKR-theory can be taken into account. All 
results agree exactly with those given by three-dimensional contact theories. The method uses the fact that three-dimensional 
contact problems can be mapped to one-dimensional ones with a properly defined Winkler-foundation; hence, the method is to be 
understood as an extension of the method of dimensionality reduction (MDR). A prerequisite of its applicability forms the gener-
ality of contact stiffness regardless of the geometry of the axisymmetric profile, which is proved. All the necessary mapping rules 
are derived and their ease of use explained by solving contact problems based on actual examples and up to now unsolved 
problems. 
Keywords: Functionally graded materials; Power-Law graded half-space; Normal contact with adhesion; Winkler foundation; method of 
dimensionality reduction; JKR-theory 
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Zusammenfassung 
In diesem Paper wird eine sehr effiziente Methode zur exakten Lösung des axialsymmetrischen, reibungsfreien Kontaktprob-
lems zwischen einem starren Indenter und einem elastisch inhomogenen Halbraum vorgestellt. Die Inhomogenität ist durch einen 
Elastizitätsmodul gegeben, der senkrecht zur Halbraumoberfläche nach einem Potenzgesetz zunimmt. Unter der Voraussetzung 
einer einfach zusammenhängenden Kontaktfläche können beliebig geformte Profile angenommen und auch Kontakte mit Adhäsi-
on im Rahmen der JKR-Theorie gelöst werden. Die Methode nutzt die Tatsache aus, dass dreidimensionale Kontaktprobleme auf 
Kontaktprobleme mit einer eindimensionalen Winklerschen Bettung abgebildet werden können und ist daher als Erweiterung der 
Methode der Dimensionsreduktion zu verstehen. Grundvoraussetzung ihrer Anwendung bildet die Allgemeingültigkeit der Kon-
taktsteifigkeit unabhängig von der Geometrie des axialsymmetrischen Profils, die wir nebenbei beweisen. In diesem Beitrag wer-
den alle notwendigen Abbildungsregeln hergeleitet und ihre einfache Anwendung zur Lösung von Kontaktproblemen anhand von 
aktuellen Beispielen und bisher ungelösten Problemen erläutert.  
Keywords: Functionally graded materials; Power-Law graded half-space; Normal contact with adhesion; Winkler foundation; method of 
dimensionality reduction; JKR-theory 
1. Introduction 
1.1. Fundamentals of functionally graded materials 
Der technologische Fortschritt einschließlich der Forderung nach immer größeren Leistungen verlangt die Entwick-
lung hoch technologischer Materialien. Zu dieser Klasse zählen die Functionally-Graded-Materials (FGMs), deren 
Anwendungsfeld von der Biomechanik, Tribologie, Optoelektronik bis hin zur Nanotechnologie reicht [1].  Im Ge-
gensatz zu homogenen Materialien können die Werkstoffeigenschaften von FGMs optimal und zum Teil unabhängig 
voneinander eingestellt werden. So können hohe Korrosions- und Ermüdungsfestigkeit, Verschleißbeständigkeit, 
Bruchzähigkeit sowie optimierte thermische und elektrische Eigenschaften in einem Werkstoff vereint werden [2]. 
Im Ingenieurwesen werden solche Materialien eingesetzt, um den enormen tribologischen Beanspruchungen gerecht 
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zu werden und so die Sicherheit und Lebensdauer von mechanischen Bauteilen zu steigern.  
Aufgrund ihrer optimierten Eigenschaften sind FGMs mit zum Teil erheblichen Herstellungskosten verbunden. Da-
her werden mathematische Modelle als Grundlage von numerischen Simulationen benötigt, die das Verhalten von 
FGMs voraussagen. In diesem Zuge erfolgt eine Homogenisierung der sehr heterogenen Mikrostruktur des Materials. 
FGMs werden also über Kontinua mit räumlich veränderlichen mechanischen Eigenschaften idealisiert, um die An-
wendung der Kontinuumstheorie zu ermöglichen [3]. Die räumliche Veränderung der Materialeigenschaften senk-
recht zur Oberfläche wird zumeist über ein Exponential- oder über ein Potenzgesetz beschrieben. Das kontaktmecha-
nische Verhalten solcher Gradientenmaterialien musste allerdings nur bedingt neu ergründet werden. Weit bevor 
überhaupt von FGMs die Rede war, wurden in der Geomechanik Berechnungen angestellt, um den Einfluss eines mit 
der Tiefe zunehmenden Elastizitätsmoduls des Baugrunds zu studieren (siehe z. B. [4; 5]). Dabei wurden über die 
Jahre diverse Funktionen für den mit der Tiefe veränderlichen Elastizitätsmodul angenommen. Einen guten Über-
blick enthält der Artikel von Selvadurai [6] und das Buch von Aleynikov [7]. In vielen Fällen sind die Berechnungen 
sehr kompliziert und lassen zumeist nur numerische Lösungen zu. Die Mehrzahl der Beiträge behandelt eine expo-
nentielle oder potenzabhängige Zunahme des Elastizitätsmoduls.  Außerdem haben fast alle Beiträge gemein, dass 
sie einen reibungsfreien Normalkontakt  voraussetzen. Bereits das Auftreten von Tangentialspannungen an der Ober-
fläche oder aber die Berücksichtigung von Adhäsion erschweren eine Problemlösung erheblich. Die Untersuchung 
von Kontakten zwischen FGMs mit Adhäsion ist u. a. aufgrund der schnellen Entwicklung in der Nanotechnologie in 
den Fokus gerückt. Während nicht-adhäsive Kontaktprobleme von elastisch inhomogenen Materialien in Form eines 
Potenzgesetzes für ausgewählte Profile lange gelöst sind [8; 9], ist der Kontakt mit Adhäsion Gegenstand aktueller 
Forschung [10; 11; 12]. In diesem Paper stellen wir eine alternative, sehr effiziente Methode vor, die auf exakte Lö-
sungen der oben genannten Kontaktprobleme führt. Aufgrund ihrer Einfachheit bietet sie jedem angehenden Ingeni-
eur den Zugang zur Lösung von adhäsiven Kontaktproblemen unter Beteiligung von Gradientenmaterialien. Dazu 
bedarf es lediglich Grundkenntnissen der Analysis und numerischen Simulation. Die Methode ist unter dem Namen 
Methode der Dimensionsreduktion bekannt. 
1.2. Zur Methode der Dimensionsreduktion 
Bereits für homogene, elastische oder viskoelastische Materialien kann die Lösung von Kontaktproblemen innerhalb 
von tribologischen Systemen mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden sein. Einerseits muss zwischen Normal-, 
Tangential- und Rollkontakt unterschieden werden, andererseits müssen Adhäsion, thermische und elektrische Effek-
te oder aber Schmiermittel- bzw. Fremdmittelschichten berücksichtigt werden [13]. Während bei Einzelkontakten 
das Kontaktprofil Einfluss auf das Kontaktverhalten nimmt, muss bei einem rauen Kontakt der Mehrskalencharakter 
der Rauheit beachtet werden. Dies ist nur eine charakteristische Auswahl des Problemspektrums, die die Notwendig-
keit von numerischen Simulationen aufdeckt, um zuverlässige Aussagen zum Reibungs- und Verschleißverhalten 
oder aber über den elektrischen und thermischen Widerstand treffen zu können. Aufgrund der Vielfalt und der Kom-
plexität von Kontaktproblemen ist ihre Lösung leider nur einer kleinen forschenden Gruppe vorbehalten. Sie setzt die 
Kenntnis ganz unterschiedlicher dreidimensionaler Theorien voraus: die Hertzsche Kontakttheorie [14], der Tangen-
tialkontakt nach Cattaneo [15] und Mindlin [16], das Überlagerungsprinzip von Ciavarella [17] und Jäger [18], die 
JKR-Theorie [19] oder aber die Theorie von Radok [20] zur Beschreibung von viskoelastischem Materialverhalten, 
um nur einige zu nennen. Das ist nur einer der Gründe, warum die Methode der Dimensionsreduktion (MDR) ge-
schaffen wurde. Diese Methode bildet sämtliche Theorien zur Lösung dreidimensionaler Kontaktprobleme exakt auf 
eindimensionale Theorien ab. Einfacher gesprochen wird der Kontakt zwischen zwei dreidimensionalen elastischen 
Halbräumen auf den Kontakt zwischen einem starren, ebenen Indenter und einer eindimensionalen Winklerschen 
Bettung abgebildet. Die damit einhergehende Reduktion an Freiheitsgraden und damit Einsparung an Rechenzeit 
gegenüber der Finite-Elemente-Methode  (FEM) oder der Rand-Elemente-Methode (REM) ist enorm. Anstelle von 
3D- bzw. 2D-Elementen werden nur 1D-Elemente benötigt, die entlang einer Linie angeordnet sind und untereinan-
der nicht wechselwirken.  
Nachdem  V. L. Popov [21] die Grundidee der MDR lieferte, haben vor allem die Arbeiten von Geike und Popov 
[22], Heß [23] und Pohrt et al. [24] zu ihrer Entwicklung beigetragen. Im Anschluss wurde die MDR stetig erweitert, 
so dass sie heute zur Lösung von Tangential- und Rollkontaktproblemen, Kontaktproblemen zwischen transversal-
isotropen und viskoelastischen Materialien oder aber zur Berechnung von elektrischen und thermischen Widerstän-
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den Anwendung findet. Auf eine Auflistung der damit verbundenen zahlreichen Beiträge möchten wir verzichten 
und verweisen auf das umfassende und aktuelle Werk von Popov und Heß [25]. Ergänzend sei erwähnt, dass sogar 
zuverlässige Verschleißberechnungen [26; 27] getätigt und Torsionskontakte mit partiellem Randgleiten [28] mittels 
MDR gelöst werden können. Natürlich möchten wir nicht vorenthalten, dass die Anwendbarkeit der MDR auf zufäl-
lig raue Kontakte zum Teil kontrovers diskutiert wird [29; 30]. Ihre Anwendbarkeit zur Lösung von axialsymmetri-
schen Kontakten mit einfach zusammenhängender Kontaktfläche steht aber völlig außer Frage und das zugehörige 
Anwendungsfeld ist groß. Allein auf technischem Gebiet reichen die Anwendungen von nano- bzw. mikroelektro-
mechanischen Systemen (NEMS, MEMS) über Lager, Gelenke, Kupplungen und Getriebe bis hin zum Rad-Schiene-
Kontakt. Außerdem kann die MDR zur exakten Lösung des Tangentialkontaktes zwischen rauen Oberflächen heran-
gezogen werden, wenn die Lösung des Normalkontaktes gegeben ist [31]. In einem aktuellen Beitrag diskutiert 
Argatov [32] die Vor- und Nachteile der MDR. Eine Zusammenfassung aller Abbildungsregeln der MDR zur Lösung 
von axialsymmetrischen Kontakten findet der Leser in [33].  
Alle oben genannten Beiträge beziehen sich auf den Kontakt von elastisch homogenen Halbräumen. Die Anwend-
barkeit der MDR auf heterogene Medien wird einzig in einem Paper von Popov [34] diskutiert. Darin stellt Popov 
ausführlich alle wesentlichen Eigenschaften eines axialsymmetrischen Kontaktproblems zwischen heterogenen Me-
dien vor, die eine Reduktion ermöglichen. Exakte und approximative Lösungsansätze mittels MDR werden gegen-
übergestellt und auf Beispielkontakte mit beschichteten Halbräumen  angewendet. Der vorliegende Beitrag ist der 
Anwendung der MDR auf Kontaktprobleme mit elastisch inhomogenen Materialien gewidmet, deren Elastizitätsmo-
dul senkrecht zur Oberfläche nach dem Potenzgesetz 
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zunimmt. Selbstverständlich darf (1) aufgrund des verschwindenden Elastizitätsmoduls an der Oberfläche nur als 
Idealisierung verstanden werden. Dennoch ist der Ansatz berechtigt. FEM-Rechnungen von  Lee et al. [35] haben 
gezeigt, dass sich das prinzipielle Kontaktverhalten im Vergleich zu einem mehr realistischen, abschnittsweise defi-
nierten Gesetz kaum unterscheidet. Wie anfangs erwähnt, zeigen viele FGMs ein solches Materialverhalten. Wir 
werden nachweisen, dass beliebige axialsymmetrische Kontakte unter Beteiligung solcher FGMs exakt mittels MDR 
gelöst werden können; mit inbegriffen sind adhäsive Kontakte.  
Ausgehend von der Lösung des Kontaktproblems zwischen einem flachen zylindrischen Stempel und dem elastisch 
inhomogenen Halbraum leiten wir in Abschnitt 2.2 die entsprechende Lösung für beliebig geformte, axialsymmetri-
sche Kontakte her. Dabei nutzen wir einen auf Mossakovskii [36] zurückgehenden Ansatz. Es sei bemerkt, dass 
bereits Jin und Guo [37] auf gleiche Weise das Kontaktproblem gelöst haben. Unsere Berechnungen unterscheiden 
sich allerdings insofern, da wir zum einen alle Kontaktbeziehungen mit Hilfe von Mossakovskiis Ansatz herleiten 
und zum anderen diverse Formänderungen vornehmen, die den Zugang zu den Abbildungsregeln der MDR erlauben. 
In Abschnitt 2.3 weisen wir die Allgemeingültigkeit der Kontaktsteifigkeit für beliebig geformte axialsymmetrische 
Kontakte her, eine der Grundvoraussetzungen der Anwendbarkeit der MDR, die Popov [34] nannte. 
Aufbauend auf den Ergebnissen aus Kapitel 2 werden in Abschnitt 3.1 sämtliche Abbildungsregeln der MDR zur 
Lösung des axialsymmetrischen Normalkontaktproblems zwischen einem konvex geformten starren Indenter und 
einem elastisch inhomogenen Halbraum generiert. In den Abschnitten 3.2 und 3.3 werden ausgewählte Kontaktprob-
leme mittels MDR gelöst, um ihre einfache Handhabung zu verdeutlichen. Zu den behandelten Profilen gehören die 
Potenzfunktion und ein konisches Profil mit parabolischer Spitze. Der Abschnitt 3.4 ist der Behandlung von Kon-
taktproblemen mit zylindrischen Profilen beliebigen Endprofils (konkav, konvex) gewidmet.  
In Kapitel 4 erfolgt eine Erweiterung der MDR, die die Lösung von adhäsiven Kontakten im Rahmen der verallge-
meinerten JKR-Theorie zulässt. In Ergänzung werden einfache Stabilitätsforderungen entwickelt, die eine direkte 
Berechnung des kritischen Kontaktradius und damit der maximalen Abzugskraft gestatten. Durch einen Vergleich 
mit aktuellen Ergebnissen [10; 12] wird die Exaktheit der Lösungen mittels MDR bestätigt. Ein Teil der Ergebnisse 
mittels MDR ergänzt den aktuellen Stand der Forschung.    
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2. Axisymmetric contact analysis of power-law graded materials 
2.1. Flat-punch solution 
 
FIG. 1: Indentation of a rigid, flat cylindrical punch into a power-law graded half-space 
Die Lösung des reibungsfreien Kontaktproblems zwischen einem flachen, zylindrischen, starren Stempel und ei-
nem elastischen Halbraum, dessen Elastizitätsmodul mit der Tiefe gemäß Gleichung (1) zunimmt (siehe FIG. 1), 
entnehmen wir der Arbeit von Booker et. al. [8]. Hiernach ergeben sich die Normalverschiebungen der Oberfläche 
des power-law graded half-space zu 
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worin  2 1F  die hypergeometrische Funktion darstellt. Für die Normalspannungen an der Oberfläche des Halb-
raums gilt 
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Aus (3) wird die Normalkraft NF  in Abhängigkeit vom Kontaktradius a  und der Eindrücktiefe  bestimmt 
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Die in den Gleichungen (3) und (4) auftretende Funktion  ,h k   hängt vom Exponenten der elastischen Inhomo-
genität k  und der Poissonzahl   wie folgt ab: 
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Die Steifigkeit des zylindrischen Flachstempelkontaktes können wir Gleichung (4) entnehmen 
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Wir werden zu einem späteren Zeitpunkt nachweisen, dass diese Kontaktsteifigkeit für alle axialsymmetrischen 
Kontakte Gültigkeit besitzt.  
2.2. Axisymmetric Indentation of arbitrary profile 
Ausgehend von der Lösung des Flachstempelkontaktes, werden wir im Folgenden die Lösungen für beliebig ge-
formte, axialsymmetrische Kontakte herleiten/entwickeln. Dabei möchten wir ausdrücklich hervorheben, dass  ein 
Teil der Herleitungen - sogar auf gleiche Weise - bereits in der Arbeit von Jin und Guo [37] zu finden sind. Nicht nur 
aus Gründen des besseren Leseverständnisses erachten wir es dennoch als zwingend notwendig, diese Gleichungen 
hier noch einmal aufzuführen: Im Sinne des Nachweises der Möglichkeit, das axialsymmetrische Kontaktproblem 
auf ein 1D-Problem abzubilden, sind nämlich Umformungen einzelner Integralgleichungen erforderlich. Außerdem 
fehlt die Berechnung der Kontaktsteifigkeit für beliebig geformte axialsymmetrische Kontakte. Auch in dem ausge-
zeichneten Artikel von Jin, Guo und Zhang [11], in dem die Grundgleichungen für den axialsymmetrischen Kontakt 
mit Adhäsion auf elegante Art und Weise mittels des Reziprozitätssatzes von Maxwell und Betti hergeleitet werden, 
sind die benötigten Erweiterungen nicht enthalten.  
 
FIG. 2: Axisymmetric contact between a rigid indenter and an elastically power-law graded half-space 
FIG. 2 zeigt ein axialsymmetrisches Kontaktproblem, welches den Randbedingungen 
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genügt. Für die Herleitung der Lösungen dieses Kontaktproblems nutzen wir die auf Mossakovskii [36] zurückge-
hende Erkenntnis aus, dass die Lösungen beliebig geformter, axialsymmetrischer Kontaktprobleme aus einer Super-
position von (differenziellen) flat-punch solutions hervorgehen. Eine einfach zusammenhängende Kontaktfläche und 
eine konstante Poissonzahl   werden vorausgesetzt. Wir werden die allgemeinen Lösungen in einer ganz besonde-
ren Form entwickeln, die eine Abbildung auf ein einfaches physikalisches Ersatzsystem erlaubt. Die differenzielle 
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Form von (2) lautet 
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Die Normalverschiebung der Oberfläche innerhalb des Kontaktgebietes  0 r a   berechnen wir mittels Integrati-
on von (8) 
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Nach Integration des zweiten Terms auf der rechten Seite von Gleichung (9) by parts verbleibt 
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und unter Verwendung von 
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 sowie Ausführung der Differenziation innerhalb 
des Integranden 
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Ein Vergleich mit der Verschiebungsrandbedingung aus Gleichung (7) führt auf die Abelsche Integralgleichung 
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Die Rücktransformation lautet (siehe z. B.  [37]) 
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k k
r f r f rd
a a dr a dr
da
a r a r
  
 

 
 
   . (13) 
Für a a  erhalten wir aus (13) eine Bestimmungsgleichung für die Eindrücktiefe 
  
 
 
 
 
1
1 1
2 2 2 20 02 2
a a
k k
k k
r f r f rd
a a dr a dr
da
a r a r
  
 

 
 
   . (14) 
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Die Normalverschiebung der Oberfläche außerhalb des Kontaktgebietes gewinnen wir wiederum aus (8). Unter Be-
rücksichtigung von r a  müssen wir dazu die folgende Integralgleichung lösen: 
  
 
 
 11 22
2 1 2
0
2cos 1 1 3
, , ; ;
1 2 2 2
a k
z
k aa k k k a
u r a F da
k r ar
 

      
         
 .  (15) 
Wiederum ergibt eine Integration by parts 
 
 
 
 
 
 
   
 
1
11 2
2
2 1 2
:
2
1
2 20 2
2cos 1 1 3
, , ; ;
1 2 2 2
2cos
.
k
z
C a
ak k
k
k a k k k a
u r a F a
k r r
a a
da
r a









 
 
                
  



  (16) 
Der Koeffizient  1C a  im ersten Term aus Gleichung (16) kann auch in integraler Form notiert werden, woraus  
  
     
 
2
1
2 20 2
2cos
, for
a kk
z k
a a a
u r a da r a
r a
  
 
  
 

   (17) 
 folgt. 
Die Berechnung der Normalspannungen erfolgt in gleicher Weise mit Hilfe von (3). Nur solche Flachstempel, die 
einen Kontaktradius a r  besitzen, tragen zur Spannungsverteilung an der Stelle r  bei:  
  
 
 
   
 
 
 
 
 
 
1
0 02 2 2
12 2
2 20 0 2
, ,
,
1 1
a ak
kk k
r r
h k E h k E a
p r a a r d a da
c c
a r


  

   



  
 

   . (18) 
Völlig analog geschieht die Berechnung der Normalkraft mit Hilfe von (4): 
  
 
  
 0 1
2
0 0
2 ,
1 1
a
k
N k
E h k a
F a a da
ak c
 

 
 
  . (19) 
Integration by parts and rearranging of (19) gives  
  
 
 
   0
2
0 0
2 ,
1
a
k
N k
E h k
F a a a a da
c

 

   

  . (20) 
Insbesondere die Gleichung (20) spielt für eine Reduktion des Kontaktproblems eine zentrale Rolle. Während wir zur 
Berechnung der Normalkraft von Mossakovskiis Ansatz [36] Gebrauch machen, berechnen Jin und Guo [37] die 
Normalkraft auf übliche Weise mittels Integration der Normalspannungen (18) über die Kontaktfläche. Dies führt 
zunächst auf eine von (20) abweichende Form der Bestimmungsgleichung für die Normalkraft.  
2.3. On the generality of contact stiffness 
Nachfolgend werden wir zeigen, dass alle axialsymmetrischen Kontaktprobleme zwischen einem starren Indenter 
und einem elastisch inhomogenen Halbraum mit dem veränderlichen Elastizitätsmodul aus Gleichung (1) die gleiche 
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Kontaktsteifigkeit besitzen. Dazu leiten wir die Gleichung (20) zunächst nach dem Kontaktradius a  ab 
 
   
 
 
    
 
 
 10 0
2 2
0 00
2 , 2 ,
11 1
a k
N k k
k ka a
dF a E h k d a E h k d aa
a da a a a
da da k dac c
   
 
 


            
 .  (21) 
Die allgemeine Definition der Normalkontaktsteifigkeit lautet: 
 
     
:
N N
N
dF dF a da
k
d da d
 
 
   . (22) 
Einsetzen von Gleichung (21) in Gleichung (22) führt auf die universelle Kontaktsteifigkeit 
  
 
 
1
0
2
0
2 ,
11
k
N k
E h k a
k a
kc





.  (23) 
Die gleiche Kontaktsteifigkeit ergab sich auch für den Kontakt mit einem flachen zylindrischen Stempel, siehe Glei-
chung (6). Für 0k   folgt  0, 1h    und aus Gleichung (23) fällt die universelle Steifigkeit für einen axialsymmet-
rischen Kontakt zwischen einem starren Indenter und einem homogenen, elastischen Halbraums ab 
 * * 0
2
2 with
1
N
E
k E a E

 

 . (24) 
Für den axialsymmetrischen Kontakt zwischen zwei elastischen Halbräumen muss der verallgemeinerte Elastizitäts-
modul aus Gleichung (24) wie folgt bestimmt werden 
 
2 2
1 2
*
1 2
1 11
E EE
  
   . (25) 
Der Nachweis für die Gültigkeit der universellen Steifigkeit für axialsymmetrische Kontakte zwischen zwei elasti-
schen Halbräumen geht auf Pharr, Oliver und Brotzen [38] zurück. Der Nachweis erfolgte über die 
Integralgleichungen von Sneddon [39] und ist verglichen mit der Herleitung aus Gleichung (20) wesentlich 
aufwendiger. Analog zu unserem Nachweis leiteten Borodich und Keer [40] die Normalsteifigkeit für den non-
slippery-contact her. Alle drei Ergebnisse sind wenig überraschend und sofort nachvollziehbar, wenn man sich an 
Mossakovskiis Ergebnis erinnert: Die Differenz zweier infinitesimal benachbarter Eindruckversuche mit einem 
Stempel beliebiger axialsymmetrischer Form ist äquivalent zu dem differenziellen Eindruck eines Flachstempels in 
den elastischen Halbraum. Damit muss die Kontaktsteifigkeit unabhängig von der Form des Indenters und gleich der 
Normalsteifigkeit beim Eindruck durch einen Flachstempel sein. Einen sehr eleganten Beweis für die 
Allgemeingültigkeit der Kontaktsteifigkeit liefert Popov [41]. Dieser Beweis kann zugleich als sehr anschauliche 
Erklärung der Erkenntnis von Mossakowskii verstanden werden.  
3. Das äquivalente eindimensionale Kontaktproblem 
3.1. Äquivalenz des dreidimensionalen zu einem eindimensionalem Kontaktproblem 
Aus Gleichung (23) ermitteln wie das Differenzial der Kontaktsteifigkeit, welches zum Kontaktradius a  gehört 
  
 
 
   
 
 
 0
2 2
0
2 , ,
2 with :
1 1
k
N W Wk
E h k h k
dk a a da c a da c a E a
c
 
 
  
 
.  (26) 
Der Übersichtlichkeit halber möchten wir folgende Umbenennungen vornehmen 
    anda x a g x    (27) 
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und zugleich die neue Größe  
    1 :Du x g x    (28) 
einführen. Mit den neuen Bezeichnungen lauten (13) und (20) unter Verwendung von (26) 
  
 
 
1
1
2 20 2
x
k
k
f r
g x x dr
x r





  , (29) 
          1
a a
N W W D
a a
F a c x g x dx c x u x dx
 
       . (30) 
Außerdem folgt aus (14) der Zusammenhang 
    1 0Du a g a    . (31) 
Die hervorgehobenen Gleichungen (29), (30) und (31) sind aus der exakten dreidimensionalen Theorie hervorgegan-
gen. Diese Gleichungen sind aber gleichermaßen für ein viel einfacheres Kontaktproblem gültig, welches wir eindi-
mensionales Äquivalent nennen. Es handelt sich dabei um den Kontakt zwischen einem starren, ebenen Profil der 
Form  g x , welches in eine eindimensionale Schicht aus Federn der Steifigkeit  Wc x x  gedrückt wird. Der Mo-
dul der elastischen Bettung (Winkler foundation)  Wc x  ist dabei direkt proportional zum tiefenabhängigen Elastizi-
tätsmodul zu wählen 
  
 
 
 
 
 
02 2
0
, ,
1 1
k
W
xh k h k
c x E x E
c
 
 
 
   
   
 , (32) 
wobei wir z  durch x  ersetzen und die Koordinate x  vom ersten Kontaktpunkt an zählen müssen. Zur Lösung 
eines axialsymmetrischen Kontaktproblems über einen äquivalenten eindimensionalen Kontakt sind demnach zwei 
vorbereitende Schritte notwendig: 
Step 1: Transformation of geometrical profile 
Zunächst muss die Formfunktion  z f r  des dreidimensionalen Indenters in ein ebenes Profil der Form  z g x  
überführt werden (siehe FIG. 3). Das geschieht mit Hilfe der Formel (29). Da das ebene Profil zu einem eindimensi-
onalen Kontaktproblem gehört, werden wir es im Verlauf häufig als eindimensionales Profil bezeichnen.  
 
 
Step 2: Mapping of material properties 
Der zweite vorbereitende Schritt beinhaltet die Abbildung der elastischen Eigenschaften. Die Materialeigenschaften 
des elastisch inhomogenen Halbraums sind durch eine konstante Poissonzahl   und den mit der Tiefe zunehmenden 
Elastizitätsmodul nach Gleichung (1) definiert. Diese Materialeigenschaften werden innerhalb der MDR durch eine 
   f r g x  
by eq. (29) 
FIG. 3: First step of MDR: Transformation of 3D-profile into 1D-profile 
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Reihe von infinitesimal benachbarten, linearen Federelementen abgebildet, deren Steifigkeit mit dem lateralen Ab-
stand vom ersten Kontaktpunkt zunimmt (siehe rechte Seite in FIG. 5). Nach Gleichung (32) ist die Federsteifigkeit 
dem veränderlichen Elastizitätsmodul direkt proportional, wenn man die vertikale Koordinate z   durch den Betrag 
der lateralen Koordinate 
x
 ersetzt. Der Proportionalitätsfaktor hängt dabei sowohl von der Poissonzahl als auch 
vom Exponenten der Inhomogenität ab. 
  
 
FIG. 4: Zum Einfluss von Poissonzahl und Exponent der elastischen Inhomogenität auf die Bettungssteifigkeit 
Der Vorfaktor  ,h k   beschreibt das charakteristische Verhalten der Steifigkeit, welches in FIG. 4 gezeigt ist. Da-
raus geht hervor, dass unabhängig von der Poissonzahl im homogenen Fall 0k   für den Vorfaktor  0, 1h    gilt. 
Die Bettungssteifigkeit entspricht dann dem verallgemeinerten Elastizitätsmodul: 
*
Wc E . Für den linear-
inhomogenen Halbraum  1k   verschwindet hingegen die Steifigkeit für alle Poissonzahlen 0 0.5  . Nur für 
den linear-inhomogenen, inkompressiblen Halbraums  0.5   existiert eine von Null verschiedene Steifigkeit. Auf 
dem ersten Blick scheinen diese Ergebnisse falsch zu sein, denn abgesehen vom inkompressiblen Fall leistet die 
Bettung beim Eindruck mit einem beliebigen Profil keinerlei Widerstand. Beide Resultate sind aber korrekt! Denn 
tatsächlich ergeben sich bei einem Eindruck eines beliebigen Profils in den linear-inhomogenen, kompressiblen 
Halbraum unbegrenzte Verschiebungen innerhalb des Kontaktgebietes [42]. Die Ursache der Unbestimmtheit der 
Verschiebungen ist in dem verschwindenden Elastizitätsmoduls an der Oberfläche des Halbraums zu suchen [43]. 
Dass die Verschiebungen bei Inkompressibilität dagegen begrenzt sind, ist auch mit der dreidimensionalen Theorie 
verträglich. Dahinter verbirgt sich nämlich das so genannte Gibson-Medium [44]. Gibson wies nach, dass die Nor-
malverschiebungen den Normalspannungen an der Oberfläche direkt proportional sind, d.h.  
    0
0
3
, ,
2
z
E
p x y u x y
c
  . (33) 
„In this case, the surface of the medium responds to changes of vertical stress like a uniform bed of springs“. Gebiete 
an der Oberfläche, die keinen Normalspannungen unterliegen, erleiden auch keine Verschiebung! 
In diesem Sonderfall gilt für den Vorfaktor  1,0.5
2
h

 , woraus sich aus (32) für die Bettungssteifigkeit  
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   0
0
2
3
W
x
c x E
c

   (34) 
ergibt. Wir werden zu einem späteren Zeitpunkt noch zeigen, dass mittels (34) tatsächlich Normalkontakte des  Gib-
son-Mediums exakt abgebildet werden können. 
 
 
Nach Transformation der Profilgeometrie und Abbildung der Materialeigenschaften ist die Reduktion des dreidimen-
sionalen Kontaktproblems aus FIG. 2 auf ein eindimensionales Kontaktproblem vollendet. Nun müssen wir lediglich 
das ebene Profil in die eindimensionale Winklersche Bettung drücken, was in FIG. 6 gezeigt ist.  
 
FIG. 6: Equivalent 1D contact problem of the 3D contact problem between an axisymmetric rigid indenter of arbitrary profile and a 
power-law graded half-space shown in FIG. 2 
Auf diesem Wege werden wir exakt die gleichen Abhängigkeiten zwischen Normalkraft NF , Eindrücktiefe   und 
Kontaktradius a  erhalten, wie sie sich auch im dreidimensionalen Kontaktproblem ergeben würden. Aus FIG. 6 ist 
ersichtlich, dass die Oberflächenverschiebung der Federbettung am Kontaktrand x a   verschwindet, was uns 
unmittelbar zur Forderung aus Gleichung (31) führt. Hieraus lässt sich also der Zusammenhang zwischen 
Eindrücktiefe und Kontaktradius ermitteln. Die Normalkraft hingegen muss der Summe der einzelnen Federkräfte 
entsprechen. Sind die Abstände zwischen den Federn genügend klein gewählt  x dx  , so ergibt sich Gleichung 
(30) und damit die Abhängigkeit der Normalkraft vom Kontaktradius. Es sei nochmals hervorgehoben, dass sich die 
Steifigkeit der Federn gemäß (32) mit dem Abstand vom Zentrum des Kontaktes ändern. Beide Kontaktprobleme 
sind also äquivalent hinsichtlich ihres makroskopischen Verhaltens. Alle Kontaktprobleme, bei denen nur die Ab-
hängigkeiten zwischen den makroskopischen Größen von Interesse sind, können demnach äußerst einfach mit Hilfe 
der MDR gelöst werden. Natürlich existieren auch zahlreiche Fragestellungen, die eine explizite Berechnung der 
lokalen Größen verlangen. Dazu zählen die Spannungen innerhalb der Kontaktfläche und die Oberflächennormalver-
schiebungen außerhalb. Es ist anschaulich klar, dass die Federspannungen im eindimensionalen Modell ungleich den 
Normalspannungen im dreidimensionalen Kontakt sind. Gleiches gilt für die Oberflächenverschiebungen, die im 
eindimensionalen Modell außerhalb des Kontaktgebietes Null sind. Dennoch gibt es eine einfache Möglichkeit, beide 
Größen aus dem eindimensionalen Modell exakt zu bestimmen. Dazu ist nur die Kenntnis der Oberflächenverschie-
bungen  1Du x  innerhalb der Kontaktlinie a x a    des eindimensionalen Modells erforderlich. Unter Berück-
FIG. 5: Second step of MDR: Mapping of material properties 
   WE z c x  
by eq. (32) 
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sichtigung der Definition (28) können die Integralgleichungen (17) und (18) nämlich auch wie folgt notiert werden: 
  
   
 
2 1
1
2 20 2
2cos
, for
ak k
D
z k
x u x
u r a dx r a
r x

 
 

  , (35)   
  
 
 
 
 
0 1
12
2 20 2
,
,
1
a
D
kk
r
h k E u x
p r a dx
c
x r

 


 


  . (36) 
Mit den Gleichungen (35) und (36) können nunmehr auch die lokalen Größen an der Oberfläche des Kontaktprob-
lems berechnet werden. Sollen auch die Spannungen im Halbraum bestimmt werden, so kann man die aus (36) ermit-
telten Oberflächenspannungen als Eingang für die Rand-Elemente-Methode heranziehen. Wie bereits erwähnt, führt 
uns der Sonderfall 0k   zur Lösung von Kontaktproblemen mit dem homogenen elastischen Halbraum. Es ist leicht 
zu verifizieren, dass aus den Gleichungen (29), (30), (35) und (36) dann die entsprechenden Gleichungen für den 
Normalkontakt der klassischen MDR  hervorgehen [25].    
3.2. Example 1: indentation by a rigid indenter with a power-law profile 
Um die einfache Handhabung der MDR zu verdeutlichen, werden wir nachfolgend die Lösungen für den Kontakt 
zwischen einem starren, axialsymmetrischen Indenter mit einem Profil in Form einer Potenzfunktion und einem 
elastisch inhomogenen Halbraum herleiten.  
Das axialsymmetrische Profil habe die Form 
   with , const.nn nf r A r n A
    . (37) 
Zur Berechnung des 1d-Ersatzprofils müssen wir die Ableitung   1nnf r nA r
   in Gleichung (29) einsetzen, aus der 
wir nach einer einfachen Rechnung 
        , ,nng x n k A x n k f x    . (38) 
Die Gleichung (38) bedeutet anschaulich, dass das eindimensionale Profil aus einer einfachen Streckung aus dem 
Originalprofil hervorgeht. Der Streckfaktor ist dabei vom Exponenten der Potenzfunktion und vom Exponenten der 
elastischen Inhomogenität abhängig 
  
 
 
1
22
1 11
11
1
20 02
1
, 1 : ,
2 2 2 2
1
kn
n
k
n n n n k
n k d t t dt

 





 
     
 

   . (39) 
 ,    ist darin die vollständige Beta-Funktion. Der Streckfaktor ist in FIG. 7 graphisch veranschaulicht. Er nimmt 
mit steigendem Exponenten des Potenzprofils zu. Im homogenen Fall ergeben sich die bekannten Werte  1,0
2

   
für den konischen und  2,0 2   für den parabolischen Indenter. Mit zunehmendem Exponenten der elastischen 
Inhomogenität nimmt der Streckfaktor immer mehr ab und stimmt im Grenzfall 1k   mit dem einfachen Schnitt 
des dreidimensionalen Profils in der r - z -Ebene überein. Letzteres gilt sogar für beliebige axialsymmetrische Profi-
le, was unmittelbar aus (29) ersichtlich ist.  
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FIG. 7: Dependence of the scaling factor   on the power-law exponent n  of the profile for different exponents k  of the power-law 
graded material  
Die Normalverschiebung der Oberfläche der Winklerschen Bettung stellen wir gemäß (28) auf 
      1 ,
n
D nu x g x n k A x       . (40) 
Aus der Forderung (31), dass am Kontaktrand die Verschiebungen Null sind, folgt dann die Eindrücktiefe als Funkti-
on des Kontaktradius 
      1 0 ,
n
D nu a g a n k A a     .  (41) 
Die Normalkraft erhalten wir mittels Summation aller Federkräfte. Dabei müssen wir die von der Kontaktmitte an-
steigende Steifigkeit (32) beachten. Aus (30) unter Berücksichtigung von (40) und (41) ergibt sich dann  
 
     
 
 
   
 
 
 
  
0
1 2
0 0
10
2
0
,
2 ,
1
,
2 ,
1 11
a a
k n n
N W D nk
a
n k
nk
h k E
F a c x u x dx n k A x a x dx
c
h k E n
n k A a
k n kc







 
  


  
 
 . (42) 
Die in den Gleichungen (41) und (42) gegebenen makroskopischen Abhängigkeiten stimmen exakt mit den Ergeb-
nissen der dreidimensionalen Theorie überein [9]. Für den Sonderfall 
1
2 k
 

 wurden die Beziehungen bereits viel 
früher von Rostovtsev entwickelt [45]. 
Sind neben den Beziehungen zwischen den globalen Größen auch lokale Größen von Interesse, so können die Glei-
chungen (35) und (36) genutzt werden. Aus (36) erhalten wir die Normalspannungen. Differenziation von (40) nach 
x  ergibt  
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Einsetzen von (43) in (36) führt auf 
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mit der unvollständigen Beta-Funktion 
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, , : 1
z
yxz x y t t dt
     (45) 
sowie    , 1, ,x y x y   . Unter Berücksichtigung von (42) können die Normalspannungen nach (44) auch auf den 
mittleren Duck p  bezogen werden: 
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 . (46) 
Die Normalverschiebungen der Oberfläche außerhalb des Kontaktgebietes berechnen wir mittels (35). Unter Berück-
sichtigung von (40) und (41) ergibt sich 
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Unter Beachtung der Identität 
    2 1, , ,1 ;1 ;
xz
z x y F x y x z
x
      (48) 
sind das genau die in [11] gegebenen Verschiebungen. Um die Abhängigkeit der Verschiebungen von dem Exponen-
ten der Inhomogenität einmal aufzuzeigen, greifen wir den parabolischen Kontakt heraus. Die auf die Eindrücktiefe 
des Hertzschen Kontaktes normierten Verschiebungen lauten dann 
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Die Verschiebungen nach (49) sind in FIG. 8 graphisch veranschaulicht. Die Kurve für 0k   stimmt exakt mit der 
Lösung für den Hertzschen Kontakt (siehe z. B. [46]) überein: 
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FIG. 8: Comparison of the surface displacements bei einem parabolic contact für verschiedene Inhomogenitäten  
Mit ansteigendem Exponenten der Inhomogenität verringern sich die Verschiebungen außerhalb des Kontaktgebie-
tes. Im Grenzfall 1k   verhält sich das Medium wie eine Winklersche Bettung. Hierbei ist allerdings anzumerken, 
dass es in Einklang mit den Ergebnissen von Gibson nur für 1/ 2   eine endliche Verschiebung innerhalb des Kon-
taktgebietes gibt. Im eindimensionalen Modell finden wir diesen Effekt in der bereits angesprochenen Tatsache wie-
der, dass es nur bei Inkompressibilität eine von Null verschiedene Federsteifigkeit gibt. In allen anderen Fällen bei 
1k   verschwindet die Federsteifigkeit, so dass einer angelegten Normalkraft nie das Gleichgewicht gehalten wer-
den kann (siehe (42)). 
3.3. Example 2: indentation by a rigid conical indenter with a parabolic tip 
Lassen Sie uns nun zur Untersuchung eines Kontaktes kommen, der nach bestem Wissen noch nicht in der Literatur 
behandelt wurde: Der Kontakt eines konischen Indenters mit abgerundeter Spitze mit einem power-law graded half-
space (see FIG. 9). Ciavarella [47] untersuchte den Normal-und Tangentialkontakt zwischen diesem Stempel und 
dem homogenen elastischen Halbraum; ein Teil seiner Lösungen müsste daher auch aus unserer Berechnung hervor-
gehen. 
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FIG. 9: Indentation of a conical punch with a rounded tip into a power-law graded half-space 
Der Einfachheit halber seien nur die Zusammenhänge zwischen Kontaktradius, Eindrücktiefe und Normalkraft von 
Interesse. Das dreidimensionale Profil ist durch die Formfunktion 
  
 
2tan for 0
2
tan
2 for
2
r r b
b
f r
r b r b



 
 
  

  (51) 
gegeben. Der Radius b  ist dabei ein charakteristisches Abmaß für den parabolischen Abschnitt. Zur Berechnung des 
Ersatzprofils benötigen wir die Ableitung des Profils nach der radialen Koordinate 
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Eingesetzt in (29) ergibt sich  
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Die Berechnung für den Bereich x b  können wir uns ersparen und das Ergebnis Gleichung (38) entnehmen. Le-
diglich der Bereich x b  erfordert eine neue Rechnung, was nach einigen Umformungen auf  
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führt. In normierter Form und im Vergleich zum Originalprofil sind die zu (54) zugehörigen Graphen für ausgewähl-
te Exponenten der Inhomogenität in FIG. 10 geplottet. Offensichtlich ist die Abweichung des 1D-Profils vom 3D-
Profil im Rahmen der klassischen MDR – also bei Indentierung des homogenen Halbraums – am größten. Mit zu-
nehmenden Exponenten der Inhomogenität nähert sich das Profil immer mehr dem ebenen Schnittbild des 3D-Profils 
an, mit dem es für 1k   sogar übereinstimmt. 
 
FIG. 10: Dreidimensionales und eindimensionales Profile für verschiedene k im Vergleich; Für k=1 stimmen 1D-Profil und 3D-Profil 
überein 
Nun ist es ein leichtes, die Eindrücktiefe zu finden. Dazu müssen wir nach (31) lediglich x a  in (54) einsetzen:  
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Wenn wir in FIG. 10 die Koordinate x  durch den Kontaktradius a  ersetzen, dann geben die Ersatzprofile genau die 
Änderung der Eindrücktiefe mit dem Kontaktradius wieder. Die Eindrücktiefe nimmt wie erwartet mit steigendem 
Exponenten der Inhomogenität ab. Das Ergebnis ist also abhängig von k , unabhängig hingegen von der charakteris-
tischen Länge 0c .  
Drücken wir das eindimensionale Profil aus (54) bis zu einer Eindrücktiefe gemäß (55) in die eindimensionale 
Winklersche Bettung ein, wird sich exakt die Normalkraft des 3D-Kontaktproblems einstellen. Dabei müssen wir die 
vom Kontaktmittelpunkt nach außen hin zunehmende Bettungssteifigkeit gemäß (32) beachten und nach (30)einfach 
alle Federkräfte aufsummieren. Solange wir nur so weit eindrücken, dass der Kontaktbereich nicht über den paraboli-
schen Abschnitt hinausgeht  a b , wird sich das Ergebnis aus (42) für 2n   einstellen. Bei weiterem Eindruck 
 a b  kommt der Einfluss des äußeren, konischen Abschnitts zum Tragen. Einsetzen der Verschiebung der 
Winklerschen Bettung in die Bestimmungsgleichung (30) für die Normalkraft führt auf  
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Die Indizes ,I II  bezeichnen darin die beiden, definierten Abschnitte der Funktion  g x  aus Gleichung (54). Auf-
grund der Unhandlichkeit wird die explizite Integration von Gleichung (56) per Hand auf den Anhang verschoben. 
Dabei sei angemerkt, dass sich bei bekanntem eindimensionalen Profil die numerische Umsetzung und Lösung von 
Gleichung (30) immer (!) extrem einfach gestaltet; Gleichung (56) stellt also keine Hürde dar! Die Ergebnisse für die 
Normalkraft sind in FIG. 11 für ein inkompressibles Material und einer charakteristischen Länge 0c b  visualisiert. 
Dabei wurde zwischen kleinen und großen Normalkräften unterschieden. Um bei nicht allzu großen Kräften einen 
bestimmten Kontaktradius 0,...,2a b  einzustellen, muss beim Eindruck in den homogenen Halbraum eine größere 
Normalkraft aufgebracht werden als bei einem graded material (see FIG. 11 left). Im Bereich 2 4b a b   wechselt 
dieses Verhalten. Nun muss das graded material für den gleichen Kontaktradius mit einer größeren Kraft beansprucht 
werden als der homogene Halbraum (see FIG. 11 right). Dieses Verhalten ist völlig plausibel und unabhängig von 
der Form des Indenters, da mit zunehmender Eindrücktiefe der mit der Tiefe ansteigende Elastizitätsmodul immer 
mehr zur Geltung kommt. Die Position des Übergangsbereiches ist dabei streng abhängig von der Wahl der charakte-
ristischen Tiefe 0c . Wählen wir beispielsweise 0 0.1c b , so reagiert das graded medium bereits bei sehr kleinen 
Kräften „steifer“ als das homogene Medium. Ist die charakteristische Tiefe 0c , in welcher der Elastizitätsmodul 0E  
vorherrscht, dagegen sehr groß, so setzt sich der Effekt erst bei sehr großen Normalkräften durch. Das geht aus FIG. 
12 hervor, in welcher die Fälle 0 0.1c b  und 0 10c b  gegenübergestellt sind. Man könnte den Einfluss der charak-
teristischen Tiefe und des Exponenten der Inhomogenität an dieser Stelle noch genauer untersuchen, in dem man 
mittels Gleichung (36) die Normalspannungen berechnet. Das ist aber nicht Sinn dieser Arbeit, in der die Vermitt-
lung der einfachen Handhabung der MDR zur Lösung von Kontaktproblemen mit graded materials im Vordergrund 
steht.     
 
FIG. 11: Nahfeld (left) und Fernfeld (right) of the non-dimensional load for a conical indenter with a parabolic tip as a function of /b a ; 
es wurde 
0
/ 1b c   angenommen und  zwischen ausgewählten Exponenten der Inhomogenität unterschieden    
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FIG. 12: Behaviour of the non-dimensional load for a conical indenter with a parabolic tip for two different characteristic depths   
3.4. The treatment of non-smooth contact profiles 
 
FIG. 13: Flat cylindrical punch (left); cylindrical punch with a convex tip (middle) and with a concave tip (right) 
Für die gezeigten, zylindrischen Kontaktprofile aus FIG. 13 sind die Eindrücktiefe und der Kontaktradius unabhän-
gig voneinander, vorausgesetzt ein vollständiger Kontakt liegt vor. Die Gleichung (31) der MDR-Regeln ist daher 
hinfällig. Die Definition der Verschiebungen im 1D-Modell nach Gleichung (28) ist allerdings nach wie vor gültig; 
gleiches gilt sowohl für die Umrechnungsformel des Ersatzprofils (29) als auch für die Berechnungsformel der Nor-
malkraft (30), was wir nachfolgend erläutern. Gleichung (28) kann wie folgt umgeschrieben werden 
          1 1
rigidbody smoothcontact-
translation profile
:D Du x g x u a g a g x      . (57) 
Aus (57) ist ersichtlich, dass sich die Verschiebung gegenüber der eines glatten Profils lediglich um die Starrkörper-
translation  1Du a  unterscheidet. Dieser Starrkörperfreiheitsgrad beschreibt aber gerade den Eindruck eines flachen 
zylindrischen Stempels (see FIG. 13 left). Dass die MDR auch einem solchen Kontakt genügt, ist trivial. Aus 
  0f r   folgt   0g x   und somit 
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Zur Abbildung des Flachstempelkontaktes ist daher keinerlei Geometrietransformation erforderlich. Einsetzen von 
(58) in (30) liefert 
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und führt unter Berücksichtigung der Bettungssteifigkeit (32) auf das exakte Ergebnis aus Gleichung (4). In gleicher 
Weise können mittels Anwendung von Gleichung (35) die Verschiebungen der Oberfläche außerhalb des Kontaktge-
bietes nach Gleichung (2) verifiziert werden. Die Berechnung der Druckverteilung im Kontaktgebiet nach Gleichung 
(36) ist hingegen nur dann anwendbar, wenn wir die Distributionstheorie zur Hilfe nehmen und zugleich die obere 
Integrationsgrenze über den Kontaktradius hinaus erweitern, also 
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Die Verschiebungen der Winklerschen Bettung nach (58) können alternativ in der Form 
      1 withDu x x a x a x          (61) 
notiert werden. Darin bezeichnet    die Heaviside-Funktion. Die Ableitung von (61) nach x  ist 
      1 withD D Du x x a x a x           , (62) 
worin  D  die Delta-Distribution angibt. Einsetzen von (62) in Gleichung (60) unter Berücksichtigung der Fil-
tereigenschaft der Delta-Distribution ergibt 
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Das Resultat aus (63) stimmt wiederum mit dem exakten Ergebnis aus Gleichung (3) überein. Es sei angemerkt, dass 
wir auch ohne Nutzung der Distributionstheorie auf die Druckverteilung schließen können. Dazu muss (36) lediglich 
um einen Starrkörpertranslationsanteil ergänzt werden 
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Zum Abschluss sei kurz auf die zylindrischen Kontaktprofile mit konvexer und konkaver Spitze aus FIG. 13 einge-
gangen. Als Sonderfall einer konvexen Spitze sei eine parabolische Spitze mit dem Krümmungsradius R  angenom-
men. Dann lautet die Verschiebungsrandbedingung 
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Nach Profiltransformation folgt daraus die Verschiebung der Winklerschen Bettung im Kontaktgebiet  
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Aus der Schreibweise nach Gleichung (57) 
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können die zu superponierenden Anteile Flatu  und Hertzu  abgelesen werden. Für beide Anteile kennen wir bereits die 
Lösung, so dass wir die Gesamtlösung nur zusammensetzen müssen. 
Bei einer konkaven Spitze - wir nehmen eine parabolische Spitze an - müssen wir beachten, dass die maximale Ver-
schiebung und damit die Eindrücktiefe am Kontaktrand vorliegt. Die Regeln der MDR besitzen aber nur dann Gül-
tigkeit, wenn die Verschiebung im Mittelpunkt des Kontaktgebietes im 3D- und 1D-Kontakt übereinstimmen. Daher 
ist anstelle der Eindrücktiefe   die Mittenverschiebung 0  zu nutzen (see FIG. 13 right). Die Verschiebungsrand-
bedingung lautet 
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und analog dem konvexen Profil folgt für die eindimensionalen Verschiebungen 
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Auch die Lösung dieses Kontaktproblems könnten wir aufgrund der Gültigkeit des Superpositionsprinzips sofort 
hinschreiben, worauf an dieser Stelle verzichtet wird. Dieser Abschnitt zeigt nicht nur auf, wie non-smooth Kontakt-
profile im Rahmen der MDR behandelt werden können, sondern liefert gleichzeitig die Grundlage für die Abbildung 
von Kontakten mit Adhäsion, die Gegenstand des folgenden Kapitels sind. 
4. Die exakte Abbildung von adhäsiven Kontakten 
4.1. Herleitung der Abbildungsregeln 
Nachfolgend werden wir erläutern, wie die verallgemeinerte Adhäsionstheorie von Johnson, Kendall und Roberts 
[19] angewandt auf Kontakte mit dem power-law graded half-space exakt abgebildet wird. Dabei wollen wir konvex 
geformte Profile voraussetzen. Im Grunde genommen bedarf es dazu keines weiteren Nachweises, denn im Rahmen 
der JKR-Theorie stellt der adhäsive Kontakt eine einfache Superposition des nicht-adhäsiven Kontaktes mit einer 
Starrkörpertranslation dar. In den Kap. 3.1 und 3.4 haben wir aufgezeigt, dass sowohl der Eindruck beliebiger, kon-
vex geformter Profile als auch der Eindruck eines zylindrischen Flachstempels exakt abgebildet werden können. Bei 
gleichen Wirkungsgebieten gilt dies natürlich auch für deren Überlagerung. Die Superposition im Rahmen der MDR 
ist in FIG. 14 veranschaulicht. Linkerhand ist der nicht-adhäsive Andruckvorgang zu sehen, charakterisiert über die 
Normalkraft . .n aF  und Eindrücktiefe . .n a . Bei einer anschließenden Entlastung gehen wir zunächst davon aus, dass 
alle kontaktierenden Federn am Ersatzprofil haften. Bei konstantem Kontaktradius a  erfahren also alle Federn die 
gleiche zusätzliche Verschiebung, die wir direkt an den Randfedern ablesen können. Das Gleichgewicht des Kontak-
tes mit Adhäsion ist allerdings erst dann gefunden, wenn die zusätzliche Verschiebung und damit die Längenände-
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rung der Randfedern einen ganz bestimmten Wert annimmt, den wir max  nennen (see FIG. 14, rechts).  
 
FIG. 14: Qualitative Darstellung des Andruck- und Abziehvorgangs innerhalb der MDR zur Abbildung der verallgemeinerten JKR-
Theorie für Kontakte mit einem power-law graded half-space 
Johnson, Kendall und Roberts nutzten die Forderung aus, dass im Gleichgewicht des adhäsiven Kontaktes die Ge-
samtenergie minimal wird. Zugleich wiesen sie auf die Gleichwertigkeit ihres Ansatzes mit jenem von Griffith hin 
[48; 49]. Letzteren wollen wir dazu gebrauchen, um die Gleichgewichtslänge max  zu ermitteln. Nach dem energe-
tischen Bruchkriterium von Griffith muss die bei der Verminderung der Kontaktfläche freigesetzte mechanische 
Energie der zur Bildung der neuen Oberfläche notwendigen Energie entsprechen: 
    . (70) 
Darin meint  die elastische Energiefreisetzungsrate, die über die elastische Energie EU  wie folgt berechnet wer-
den kann 
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  hingegen bezeichnet die Duprésche Adhäsionsenergie, die gemäß  
 1 2 12:         (72) 
von den Oberflächenenergien 1  und 2  der beiden Körper sowie der Grenzflächenenergie 12  abhängt. Zur Be-
rechnung von  benötigen wir die elastische Energie. Da das eindimensionale System die Normalkraft als Funktion 
der Eindrücktiefe  NF   exakt wiedergibt, muss auch die von der Winklerschen Bettung gespeicherte elastische 
Energie gleich der Formänderungsenergie des power-law graded half-space sein. Damit gilt 
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mit dem Modul der elastischen Bettung nach (32) und der eindimensionalen Verschiebung nach Gleichung (28) mit 
einer noch unbekannten Eindrücktiefe  . Mit Hilfe von Gleichung (73) kann nun die Energiefreisetzungsrate nach 
Gleichung (71) ermittelt 
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1
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   (74) 
und in das Griffith-Kriterium (70) eingesetzt werden. Als Ergebnis verbleibt 
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Im Gleichgewicht des adhäsiven Kontaktes muss die Verschiebung der Randfedern an den Stellen x a   also ge-
nau den in Gleichung (75) gegebenen Wert annehmen. Mit Hilfe der Forderung (75) kann die Eindrücktiefe   als 
Funktion des Kontaktradius a  für den Kontakt mit Adhäsion auf einfache Weise aus dem Ersatzmodell bestimmt 
werden. Gleichung (75) nimmt den Platz der Forderung (31) für den Kontakt ohne Adhäsion ein. Alle weiteren Ab-
bildungsregeln der MDR bleiben gültig. So wird die Normalkraft aus Gleichung (30) bestimmt, während die Ver-
schiebungen außerhalb des Kontaktgebietes aus Gleichung (35) und die Druckverteilung im Kontaktgebiet (aufgrund 
der überlagerten Translation) aus Gleichung (60) oder alternativ aus Gleichung (64) hervorgehen. 
Einsetzen des Moduls der Winklerschen Bettung (32) an der Stelle x a  in die Forderung (75) ergibt für die Län-
genänderung der Randfedern 
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Gleichung (76) kann als Ablösekriterium für die Randfedern verstanden werden. Abgesehen vom Gibson-Medium 
 1, 1/ 2k    ist das Ablösekriterium offensichtlich vom aktuellen Kontaktradius abhängig. Schauen wir uns 
dazu nochmal FIG. 14 an und gehen davon aus, dass die Abbildung des Profils    f r g x  nach (29) bereits aus-
geführt wurde. Dann wird linkerhand das eindimensionale Profil unter der Last . .n aF  in die Winklersche Bettung 
gedrückt und es stellt sich die Eindrücktiefe . .n a  ein. Die Randfedern befinden sich dann gerade noch im unge-
spannten Zustand. Nehmen wir weiter an, dass alle in Kontakt befindlichen Federn am Profil haften und wir die 
Normalkraft sukzessive reduzieren. Dann werden vom Kontaktrand nach innen laufend immer mehr Federn auf Zug 
beansprucht. Der Kontaktradius bleibt zunächst unverändert. Erreicht die Längenänderung der Randfedern den ma-
ximal zulässigen Wert  max a (see FIG. 14 rechterhand), so liegt ein indifferenter Zustand zwischen Haften und 
Abreißen vor, der exakt mit dem Gleichgewichtszustand des dreidimensionalen, adhäsiven Kontaktes übereinstimmt. 
Bei weiterer Steigerung der Zugkraft werden die äußeren Federn abspringen. Im Rahmen einer numerischen Umset-
zung könnte man die elastische Bettung durch eine äquidistante Anordnung von Federn modellieren. Beim Absprin-
gen der Randfedern verringert sich der Kontaktradius dann um x . Bei konstanter Normalkraft wird sich die 
Eindrücktiefe ein wenig verringern und die Längenänderung in den neuen Randfedern  a x   entsprechend 
vergrößern. Ist diese wiederum kleiner als die neue zulässige Längenänderung  max a x   nach (76), so kann die 
Zugkraft weiter erhöht werden, bis sich eben jener Wert einstellt. Ein weiterer Gleichgewichtszustand des Kontaktes 
mit Adhäsion ist gefunden. 
Im Sonderfall 0k   folgt aus (76) 
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E
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   . (77) 
Dies ist das Ablösekriterium zur exakten Abbildung von adhäsiven Normalkontakten zwischen elastisch homogenen 
Halbräumen und geht auf Heß [23; 50] zurück. 
4.2. Einfache Stabilitätskriterien zur Berechnung der kritischen Größen 
Dass wir den Kontakt mit Adhäsion exakt mittel MDR abbilden können, haben wir im letzten Abschnitt gezeigt. Aus 
der Kenntnis der Normalkraft und der Eindrücktiefe als Funktion des Kontaktradius können wir mittels Extremwert-
untersuchungen natürlich auch die kritischen Größen berechnen. Dennoch stellt sich die Frage, ob wir die kritischen 
Größen innerhalb des eindimensionalen Systems nicht auch durch einfachere Kriterien filtern können. Da der Rand 
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des adhäsiven Kontaktes als Riss im Modus I aufgefasst werden kann, muss für stabiles Gleichgewicht die Bedin-
gung 
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  (78) 
erfüllt sein. Die Auswertung von Gleichung (78) muss, je nachdem welche Größe gesteuert wird, entweder bei kon-
stanter Normalkraft (fixed load) oder konstanter Eindrücktiefe (fixed grips) erfolgen. Unter Beachtung von (74) 
ergibt eine kurze Rechnung 
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Die Ableitung auf der rechten von (79) bei konstanter Normalkraft können wir am einfachsten aus Gleichung (30) 
ermitteln. Wenn wir diese Gleichung bei konstanter Normalkraft nach a  differenzieren, verbleibt 
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Die Ableitung bei konstanter Eindrücktiefe ist hingegen trivial: 
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Einsetzen von (80) bzw. (81) in (79) unter Berücksichtigung der Gleichgewichtsrelation (75) liefert nach wenigen 
Umformungen 
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Die kritischen Größen gehören zum grenzstabilen Zustand. Dazu muss in (82) das " "  durch ein " "  ersetzt wer-
den: 
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Mit Hilfe von Gleichung (83) ist eine einfache Bedingung gefunden, aus welcher der kritische Kontaktradius ca  
hervorgeht. Danach hat die Steigung des Profils am Kontaktrand entscheidenden Einfluss auf den kritischen Kontakt-
radius.  
4.3. Example 1: adhesive contact between a power-law graded half-space and a rigid indenter with a power-law 
profile 
Den nicht-adhäsiven Kontakt zwischen einem elastisch inhomogenen Halbraum und einem Indenter, dessen Profil 
eine Potenzfunktion darstellt, haben wir bereits in Abschnitt 3.2 untersucht. Da sich die Berechnungen für den adhä-
siven Kontakt einzig durch die neue Forderung (75) unterschieden, können wir die meisten Ergebnisse übernehmen. 
Die Transformation des Profils ergab (see eq. (37), (38)) 
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Die Verschiebung der Winklerschen Bettung ist über Gleichung (28) definiert und durch (40) gegeben  
      1 ,
n
D nu x a n k A x    . (40) 
Aus der Forderung (75) folgt dann die Eindrücktiefe als Funktion des Kontaktradius 
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Nach Gleichung (85) ist von der Lösung im nicht-adhäsiven Fall lediglich  max a  abzuziehen. Einsetzen von (76) 
führt letztendlich auf 
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Zur Berechnung der Normalkraft wenden wir Gleichung (30) an, wobei wir die Eindrücktiefe mit Hilfe von Glei-
chung (85) bzw. (86) eliminieren 
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Nach Gleichung (87) ist von der Lösung des Kontaktes ohne Adhäsion  . .n aF a  gemäß (42) einfach ein Ausdruck 
abzuziehen, der völlig unabhängig von der Geometrie immer gleich ist. Aus (87) folgt 
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Zur Berechnung der kritischen Kontaktradien (unter fixed-load bzw. fixed-grips) nutzen wir das Stabilitätskriterium 
(83). Dazu benötigen wir nur die Steigung des Ersatzprofils am Kontaktrand 
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Das Stabilitätskriterium lautet damit 
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und unter Beachtung der Gleichgewichtslängenänderung (76) folgen nach einfachen Umformungen die kritischen 
Kontaktradien 
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Die kritischen Eindrücktiefen und die kritischen Normalkräfte erhalten wir nach Einsetzen von (91) in (86) und (88) 
und einigen langweiligen Umformungen, die wir hier nicht explizit aufführen 
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Die Eindrücktiefe und die Normalkraft als Funktion vom Kontaktradius gemäß (86) und (88) stimmen exakt mit den 
in [11] gegeben Größen überein. Gleiches gilt für die kritischen Größen (91) - (93) für den Fall „fixed-load“, d. h. 
unter Berücksichtigung von  
2
3
C k
k


. Mit dieser Vorgabe liefert der Betrag von (93) die maximale Abzugskraft 
und (92) die zugehörige Eindrücktiefe. Bei Überschreiten der maximalen Abzugskraft löst sich der Kontakt vollstän-
dig. Liegt hingegen ein weggesteuerter Eindruckversuch vor, so kann die Eindrücktiefe weiter verkleinert werden, 
bis c  unter Beachtung von  
2
1
C k
k


 erreicht ist. 
Den adhäsiven Kontakt mit einem homogenen elastischen Halbraum bei kraftgesteuertem Eindruck untersuchten 
Yao, Gao [51] . Es ist leicht nachweisbar, dass diese Lösungen mit obigen Gleichungen für 0k   übereinstimmen.  
Beziehen wir den Kontaktradius, die Eindrücktiefe und die Normalkraft auf ihre kritischen Größen, so erhalten wir 
folgende dimensionslose Gleichungen 
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Nach (94) und (95) sind in normierter Form die Eindrücktiefe und die Normalkraft  nur vom Exponenten der elasti-
schen  Inhomogenität k  und vom Exponenten des Potenzprofils n  abhängig. Weder die charakteristische Tiefe 0c  
noch irgendwelche Materialkennwerte beeinflussen die dimensionslose Form. Für den Sonderfall eines parabolischen 
Kontaktes 2n   wurde diese interessante Erkenntnis erst kürzlich gemacht [12]. 
Der Vollständigkeit halber möchten wir die kritischen Größen zu fixed-load und fixed-grips noch ins Verhältnis 
setzen: 
 
2
2 1
, ,
1
2 1
, ,
3
2 1
, ,
1
,
3
1 2 1
,
3 2 3
1 3 2 1
.
1 2 3
n k
c c F
k
n k
c c F
k
n k
c c F
k
a a
k
k n k
k n k
k n k
F F
k n k



 
 

 

 
 
  
 
   
  
   
   
   
   
  (96) 
Für den homogenen Halbraum 0k   stimmen die Relationen in Gleichung (96) mit den von Heß [23] gegebenen 
überein. 
4.4. Example 2: adhesive contact between a power-law graded half-space and a rigid indenter with a parabolic 
profile 
Selbstverständlich stellt die Betrachtung des parabolischen Kontaktes nur einen Sonderfall des vorher behandelten 
Potenzprofils dar. Deshalb verzichten wir auf die Wiederholung der Anwendung der MDR-Regeln und möchten 
stattdessen aufbauend auf obigen Ergebnissen eine kleine Analyse des Einflusses der geometrischen und der physika-
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lischen Kennwerte auf die Eindrücktiefe und Normalkraft anschließen. Für 2n  ,    2, 2 / 1k k    und 
2 1/ 2A R  ergeben sich aus (86) und (88) 
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Außerdem geht aus Gleichung (93) unmittelbar hervor, dass für 2n   die kritischen Normalkräfte unabhängig von 
den elastischen Parametern 0E ,    und unabhängig von der charakteristischen Tiefe 0c  sind 
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Nach (99) vergrößert sich die maximale Abzugskraft im Vergleich zum homogenen Fall mit steigendem k ; im glei-
chen Zuge verringert sich der Betrag der Abzugskraft unter fixed-grips Bedingungen. Für ausgewählte Parameter ist 
diese Abhängigkeit in FIG. 15 festgehalten.   
 
FIG. 15: Normalkraft als Funktion der Eindrücktiefe in normierter Darstellung für den Eindruck eines parabolischen Indenters in den 
power-law graded half-space für verschiedene Exponenten der Inhomogenität 
Dass die kritischen Kräfte cF  unter fixed-load und fixed-grips bei konstantem k  unabhängig von der charakteristi-
schen Tiefe sind, zeigt dagegen FIG. 16. Auch eine Veränderung der dimensionslosen Größe 0 /E R   würde nichts 
daran ändern. In FIG. 16 ist zudem ersichtlich, dass mit zunehmender charakteristischer Tiefe 0c  die NF - - Kur-
ven breiter auseinander laufen. Dieser Effekt ist plausibel, wenn man bedenkt, dass der Modul der elastischen Bet-
tung bei Zunahme von 0c  kleiner wird.  
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Abgesehen von einer gesonderten Untersuchung der fixed-grips-Bedingungen wurde der parabolische, adhäsive 
Kontakt mit einem power-law graded half-space bereits von Chen, et. al. [10] untersucht. Dort sind zahlreiche Para-
meterstudien zu finden, die unter anderem den Verlauf der Spannungen und eine gesonderte Untersuchung des Gib-
son Mediums mit einschließen. Es sei angemerkt, dass die wenigen exemplarischen Ergebnisse, die wir für den para-
bolischen Kontakt herausgegriffen haben, exakt mit jenen übereinstimmen, die Chen, et. al. angeben. Im Unterschied 
zu Chen et. al. wurden unsere Ergebnisse allerdings mittels der Methode der Dimensionsreduktion gewonnen.   
 
FIG. 16: Normalkraft als Funktion der Eindrücktiefe in normierter Darstellung für den Eindruck eines parabolischen Indenters in den 
power-law graded half-space mit 0.5k   für verschiedene charakteristische Längen 
0
c .  
5. Concluding remarks and outlook 
In der vorliegenden Arbeit wurde eine äußerst einfache Methode entwickelt, die exakte Lösungen von reibungsfrei-
en, axialsymmetrischen Normalkontaktproblemen zwischen starren Indentern und elastisch inhomogenen Medien – 
so genannten graded materials - erlaubt. Die elastische Inhomogenität ist dabei durch einen Elastizitätsmodul gege-
ben, der mit der Tiefe des Halbraums nach einem Potenzgesetz zunimmt. Unter der Voraussetzung einer einfach 
zusammenhängenden Kontaktfläche sind beliebige axialsymmetrische Indenterprofile zulässig. Die Methode kann 
gleichermaßen zur Lösung von Kontakten mit und ohne Adhäsion angewendet werden. Der kritische Kontaktradius 
und damit beispielsweise auch die maximale Abzugskraft können aus einer einfachen Forderung an die Geometrie 
des Ersatzsystems gewonnen werden. Die einfache Anwendung dieser Erweiterung der MDR wurde anhand von 
Beispielaufgaben demonstriert. Das Spektrum der Aufgaben umfasste einerseits Problemstellungen, deren Lösungen 
aus sehr aktuellen Untersuchungen hervorgehen und mittels MDR exakt wiedergewonnen wurden; zum Teil wurden 
diese Lösungen sogar um ergänzende Beiträge bereichert. Letzteres stand aber keinesfalls im Vordergrund. Vielmehr 
sollte dem Leser die einfache Handhabung der Regeln zur Lösung von Kontaktproblemen nahe gelegt werden. Aus 
diesem Grunde wurden auch Kontaktprobleme behandelt, deren Lösungen in der Literatur noch nicht zu finden sind. 
Alle Lösungen wurden dabei auf analytischem Wege berechnet. Es bedarf keines Kommentares, dass komplizierte 
Kontaktgeometrien natürlich keine analytische Lösung mehr zulassen und numerische Berechnungen notwendig 
machen. Im Vergleich zur FEM oder BEM, die eine Diskretisierung des Raumes (3D) oder der Oberfläche (2D) 
verlangen und die Wechselwirkungen zwischen den Elementen  berücksichtigen, ist die MDR extrem einfach nume-
risch implementierbar. Einerseits sind die Elemente nur entlang einer Linie angeordnet (1D) und zum anderen sind 
die Elemente sogar unabhängig voneinander. Die damit einhergehende enorme Einsparung an Rechenzeit erlaubt den 
Zugang zu komplexeren Kontaktproblemen. 
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FEM-Rechnungen von Lee et al. [35] lassen vermuten, dass die gesamten Berechnungen für den power-law graded 
half-space auch für negative Exponenten der Inhomogenität 1 0k    gelten. Trotz des unphysikalischen Verhal-
tens für 0z   und z   ergaben sich nur geringe Abweichungen im prinzipiellen Lösungsverhalten im Vergleich 
zu einem mehr realistischem abschnittsweise definierten Gesetz. Es müsste demnach geprüft werden, ob die von 
Booker et al. [52] gegebene Fundamentallösung für die Oberflächenverschiebung des Halbraums ihre Gültigkeit für 
1 0k    beibehält.  
Außerdem stellt sich die Frage, ob sich andere Gesetze auf eine ähnliche Weise mittels MDR umsetzen lassen. Be-
reits die Überlagerung des Potenzgesetzes mit einem konstanten Anteil wäre diesbezüglich von Interesse. Da beide 
Anteile getrennt mittels MDR auf Lösungen führen, gilt es zu untersuchen, ob näherungsweise eine gewichtete 
Superposition der Lösungen realisierbar ist. In diesem Zusammenhang sei der Ansatz von Klein und Duraev [53] 
genannt, der eine gewichtete Überlagerung der Fundamentallösungen vorsieht. 
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Appendix A. Ergänzungen zum Kontakt eines konischen Indenters mit parabolischer Spitze 
Die explizite Berechnung der Normalkraft für den Kontakt des inhomogenen Halbraums mit einem konischen 
Indenter mit parabolischer Spitze sind wir in Abschnitt 3.3 schuldig geblieben. Unter Berücksichtigung von (54) und 
(55) ergibt sich aus Gleichung (56) für den Bereich a b   
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 (100) 
Im Grenzfall des homogenen Halbraums 0k   fällt die Lösung zusammen: 
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 . (101) 
Für die Eindrücktiefe folgt entsprechend aus Gleichung (55) 
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Die Normalkraft nach Gleichung (101) und die Eindrücktiefe nach Gleichung (102) für den Eindruck in den ho-
mogenen elastischen Halbraum stimmen mit den Lösungen von Ciavarella [47] überein. 
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